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两 类 随机 微分 方程 的 均 亡 渐 近 概 周 期 解 
摘 = 


随机 微分 方程 是 在 解决 某 些 具有 随机 现象 的 问题 而 建立 起 来 的 一 类 方程 。 随 
机 微分 方程 在 诸多 领域 有 着 广泛 的 应 用 , 而 随机 微分 方程 的 均 方 概 周期 类 型 解 的 
存在 性 和 唯一 性 在 随机 过 程 理论 和 概 周期 型 函数 理论 的 基础 上 更 加 有 具有 研究 意 
义 。 本 文 主 要 讨论 了 两 类 随机 微分 方程 均 方 渐 近 概 周 期 解 的 存在 性 和 唯一 性 。 

全 文 内 容 如 下 : 

第 一 部 分 介绍 了 目前 概 周 期 型 函数 理论 和 随机 微分 方程 理论 的 背景 知识 和 
主要 研究 成 果 ， 以 及 今后 的 发 展 趋势 。 

第 二 部 分 研究 了 一 类 非 线 性 随机 微分 方程 的 均 方 渐 近 概 周 期 解 的 存在 唯一 
性 。 首 先 给 出 有 关 概 周期 随机 过 程 的 部 分 理论 知识 ,介绍 了 一 类 一 致 渐 近 稳定 的 
C 半 群 的 有 关 知 识 ， 然 后 讨论 了 联合 连续 函数 的 渐 近 概 周期 性 质 ， 利 用 该 性 质 、 
Fubini 定理 、Holder 不 等 式 以 及 Banach 不 动 点 原理 讨论 了 该 方程 均 方 渐 近 概 周 
期 解 的 存在 唯一 性 。 

第 三 部 分 在 第 二 部 分 的 理论 基础 上 , 讨论 了 一 类 非 自 治 随机 微分 方程 的 均 方 
渐 近 概 周 期 解 的 存在 唯一 性 。 首 先 给 出 解决 该 类 方程 所 需 的 理论 知识 和 相关 内 
容 ， 然 后 介绍 了 一 类 算 子 开 方 族 的 基本 概念 ， 再 应 用 Fubini 定理 、Holder 不 等 
式 以 及 Banach 不 动 点 原理 讨论 了 该 类 方程 均 方 渐 近 概 周期 解 的 存在 唯一 性 。 


关键 词 随机 微分 方程 ， 均 方 渐 近 概 周期 解 ，Banach 不 动 点 原理 
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Square-mean Asymptotically Almost Periodic 
Solutions for Two Classes of Stochastic Differential 


Equations 


Abstract 


Stochastic differential equations are established in solving some stochastic 
phenomena. Many properties of stochastic differential equations have been used 
widely. The existence and uniqueness of square-mean almost periodic type solutions 
of the equation which base on almost periodic type function theory and stochastic 
process theory have more research significance. In this paper, the existence and 
uniqueness of square-mean asymptotically almost periodic solutions for two classes of 
stochastic differential equations are discussed. 

The contents of this paper are as follow: 

In the first section, some research and the background of almost periodic type 
functions theory and stochastic process theory are introduced at present. The 
development tendency of these equations is also introduced. 

The second section, the existence and uniqueness of square-mean asymptotically 
almost periodic solutions for a class of nonlinear stochastic differential equation is 
discussed. At first some theoretical knowledges about almost periodic process and 
some theories of C, group are introduced, uniformly exponentially stable and 
strongly continuous family of operators. Then the asymptotically almost periodic 
properties of the jointly continuous functions are discussed. Finally, the existence and 
the uniqueness of square-mean asymptotically almost periodic solution for a class of 
stochastic differential equation is discussed by using the above property, Fubini theory, 
Holder inequality, and Banach fixed point theory. 

The third section, according to the second section, the existence and the 
uniqueness of square-mean asymptotically almost periodic solution for a class of 
nonautonomous stochastic differential equation are discussed. First of all theoretical 
knowledges of solving this kind of differential equation are given. After this the 
concept of the operator ‘Acquistapace-Terreni’ conditions is introduced. Finally, the 
existence and the uniqueness of square-mean asymptotically almost periodic solution 
for this kind of differential equations are discussed which similar to the differential 
equations of the second section by using the Fubini theory, Holder inequality, and 
Banach fixed point theory. 


Keywords stochastic differential equations, square-mean asymptotically almost 
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J^ = ` 
= 1 = 绪论 
1.1 综述 


1.1.1 研究 的 背景 及 意义 


概 周期 函数 理论 和 应 用 的 研究 在 现代 数学 中 有 着 广泛 而 深远 的 理论 意义 ， 
尤其 近代 渐 近 概 周期 、 伪 概 周期 的 理论 体系 ， 就 是 在 此 基础 之 上 建立 起 来 的 。 
显然 , 周期 函数 的 全 体 无 论 在 何 种 范 数 下 都 无 法 构成 Banach 空间 , 概 周期 函数 
理论 的 提出 解决 了 这 一 问题 。 经 过 数 十 年 的 研究 ， 诸 多 学 者 在 这 方面 已 取得 了 
显著 的 理论 成 果 ， 在 微分 方程 、 模 型 求解 、 工 程 数 学 等 诸多 领域 。 但 相对 其 他 
方面 而 言 ， 在 随机 过 程 领域 的 发 展 仍 有 待 于 提高 。 概 周期 函数 在 随机 过 程 、 随 
机 微分 方程 领域 的 成 果 跨 少 ， 因 此 我 们 有 必要 对 这 方面 的 理论 做 更 深入 的 研究 
和 探讨 。 

在 这 些 均 方 概 周期 随机 过 程 中 ， 既 有 概 周期 性 ， 又 有 随机 性 ， 因 此 利用 随 
机 过 程 理 论 结合 随机 微分 方程 的 有 关 知识 讨论 此 类 方程 的 均 方 概 周 期 解 的 存在 
性 及 唯一 性 具有 重大 理论 意义 。 然 而 ， 均 方 渐 近 概 周期 随机 过 程 和 均 方 伪 概 周 
期 随机 过 程 类 比 于 渐 近 概 周 期 函数 和 伪 概 周期 函数 理论 而 相继 产生 ， 拓 展 了 该 
方向 的 研究 范围 ， 使 其 更 具有 实际 意义 、 应 用 更 为 广泛 。 


1.1.2 国内 外 研究 现状 和 发 展 趋势 


概 周期 型 函数 理论 是 经 典 周 期 函数 理论 的 延续 。 经 典 周期 函数 理论 在 某 些 
实际 应 用 中 条 件 过 强 ， 以 至 于 人 们 难以 完全 掌握 ， 尽 管 其 理论 展 好 的 刻画 了 许 
多 特定 条 件 下 的 理想 无 误差 的 周期 问题 ， 但 是 ， 在 茶 些 因素 不 能 克服 、 无 法 避 
免 的 情况 下 ， 周 期 函数 理论 便 不 能 有 效 的 刻画 一 些 实际 的 理学 问题 。 此 外 ， 经 
典 周期 理论 不 满足 可 加 性 ， 在 理论 研究 中 涉及 范围 过 于 狭小 ， 经 典 的 Banach 
空间 理论 体系 往往 不 能 直接 的 应 用 到 周期 函数 中 。 基 于 此 类 问题 ， 人 们 很 自然 
地 试图 去 削弱 周期 函数 的 条 件 ， 引 入 比 周期 函数 更 广 又 具有 一 些 类 似 性 质 的 函 
数 ， 即 概 周 期 函数 。 


x= 


哈尔滨 理工 大 学 理学 硕士 学 位 论文 


1925—1926 年 , 丹麦 数学 家 H.Bohr 首次 提出 概 周期 函数 理论 02] 。 概 周期 
函数 是 具有 一 定 特 殊 性 质 的 连续 函数 , 是 经 典 周期 函数 的 推广 ,经 过 S.Bochner、 
A.Besicovitch, J.Von Neumann, J.Favard 等 人 的 研究 ， 取 得 了 一 定 的 成 果 ， 使 
其 理论 体系 有 了 进一步 的 完善 ， 发 展 到 了 一 个 新 的 程度 B51 。 随 后 ， 诸 多 学 者 
们 进一步 对 概 周 期 函数 理论 进行 了 研究 ,一 方面 世 在 其 自身 理论 上 的 深入 研究 ， 
另 一 方面 是 其 理论 在 数学 其 他 方向 甚至 其 他 学 科 中 的 应 用 研究 。 

1926—1956 年 间 , V.V.Stepanov 去 掉 H.Bohr 概 周 期 函数 理论 中 要 求 函 数 连 
续 的 假设 , 并 且 在 此 方面 进行 了 诸多 的 理论 研究 , 之 后 H.Wely、A.S.Besicovitch、 
A.S.Kovanko 等 人 在 此 基础 上 做 了 大 量 的 工作 。W.Stepanov 把 概 周 期 推广 到 了 
Lebesgue 可 和 函数 空间 上 [ 并 且 得 到 了 Lebesgue 可 和 空间 上 的 概 周 期 函数 ， 
在 文献 [5] 中 对 此 类 概 周 期 函数 作 了 详尽 的 盖 述 ,并 且 在 微分 方程 的 应 用 方面 有 
YARN REUS, 

1933 Œ, S.Bochner 定义 一 类 取 值 在 Banach 空间 上 的 概 周期 函数 ， 并 且 对 
此 做 了 深入 研究 。 这 一 研究 为 后 来 渐 近 概 周 期 上 、 伪 概 周期 上 的 一 些 定理 证 明 
定 了 基础 。 

1934 年 ， 在 S.Bochner 的 结果 的 基础 上 ，JVon Neumann 建立 了 代数 学 群 
论 上 的 概 周期 函数 理论 L190 。 

1941 年 ，M.Frechet 在 概 周期 函数 基础 上 定义 了 渐 近 概 周 期 函数 上 。 渐 近 
概 周期 函数 在 某 些 特定 情况 下 等 价 于 概 周 期 函数 ， 是 概 周 期 函数 的 推广 。 它 在 
微分 方程 理论 中 都 有 很 重要 的 作用 ， 使 微分 方程 的 应 用 更 为 广泛 。 

1949 年 ，W.F.Eberlein 建立 了 弱 概 周期 函数 理论 03 。 相 较 于 概 周期 函数 的 
要 求 连续 函数 轨道 是 相对 紧 的 ， 在 弱 概 周期 函数 的 概念 中 只 要 求 其 轨道 是 相对 
弱 紧 的 ， 因 而 弱 概 周期 函数 空间 包含 概 周期 函数 空间 。 

1975 Œ, O.Onicesu 和 V.Istratescu 两 人 在 其 文章 [13] 中 给 出 了 概率 空间 上 
的 随机 概 周 期 函数 的 定义 ， 文 章 中 O.Onicesu 和 V.Istratescu FH =f £ MIE 
近 的 原理 ， 将 随机 概 周 期 函数 的 定义 用 一 个 给 定 的 三 角 多 项 式 来 表 近 。 随 后 
G.Cenusa, O.Onicesu, 和 LSacuiu 出 版 的 著作 《Random Functions Almost Periodic 
in Probability》[41 中 详细 讨论 了 随机 微分 方程 概 周 期 解 和 随机 过 程 的 概 周期 理 
论 问题 。 

1984 年 ，D.Sarason 在 讨论 积分 算 子 理论 方面 ， 最 早 提出 了 遥远 概 周期 函 
数 和 遥远 概 周期 函数 空间 ， 并 且 给 出 了 遥远 概 周 期 函数 空间 是 比 概 周 期 函数 空 
间 更 大 的 空间 的 证 明 过 程 054。 这 一 理论 的 提出 ， 延 拓 了 概 周 期 理论 概念 ， 使 之 
应 用 更 为 广泛 。 
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1992 年 ，C.Zhang 首先 提出 了 伪 概 周期 函数 理论 09， 并 给 出 了 相应 的 理论 
的 证 明 过 程 0728 。 全 体 伪 概 周 期 函数 所 构成 的 空间 比 之 前 所 得 到 的 概 周期 型 函 
数 空间 更 大 ， 更 具有 实际 应 用 价值 。1994-1999 年 间 ，C.Zhang 给 出 了 概 周 期 函 
数 在 空间 上 的 诸多 成 果 02?23， 使 其 在 其 他 数学 领域 中 得 到 了 充分 讨论 。 2003 
年 ，C.Zhang 发 表 了 专著 作 《Almost Periodic Type Functions and Ergodicity) — 
书 ， 该 著作 阐述 了 概 周期 型 函数 理论 的 基本 性 质 和 应 用 。 

HOB R^ 随机 过 程 {X(0)},_; 的 概 周 期 性 概念 3 最早 是 由 Slutsky 提出 的 ， 
M B? — 概 周期 性 的 角度 出 发 ， 获 得 了 研究 概 周期 平稳 过 程 基本 路 径 的 合理 充分 
条 件 ， 这 对 于 我 们 进一步 研究 随机 微分 方程 的 概 周期 解 是 十 分 重要 的 。 在 
Morrozan 与 Tudor 的 文章 [24,25] 中 ， 首 次 介绍 了 分 布 的 概 周期 性 的 概念 ， 但 此 
概念 是 在 一 维 分 布 的 假定 下 。 紧 接着 , 在 Hurd, Russek 以 及 Surgailis 的 文献 [26] 
定义 了 有 限 维 分 布 的 概 周期 。 

2007 年 ，C.Zhang 的 博士 研究 生 江 丽 娜 在 其 博士 毕业 论文 中 详细 总 结 了 概 
周期 型 函数 的 理论 成 果 P3， 并 且 讨 论 随 机 过 程 在 均 方 概 周期 方面 的 理论 性 质 ， 
包括 伊藤 积分 和 维 纳 过 程 的 部 分 理论 知识 。 

微分 方程 的 概 周期 型 解 的 研究 在 诸多 领域 都 有 其 重要 意义 。 近 几 年 已 有 很 
多 国内 外 学 者 对 随机 微分 方程 概 周 期 型 解 的 存在 问题 给 出 相关 研究 Paul 
H.Bezandry 与 Toko Diagana 在 文章 [28] 中 提出 均 方 概 周 期 过 程 的 概念 ， 其 定义 
如 下 : 

一 个 连续 的 随机 过 程 闻 :R > P(O, 五 ) 被 称 作 是 均 方 概 周 期 的 ， 如 果 对 于 
ve >0， 都 存在 一 个 1(e) > 0， 使 得 在 任意 长 度 为 1(e) 的 区 间 内 至 少 包含 一 个 7t 
有 : 


sup E | X(t- z) - X(t) |< £ 


满足 上 述 条 件 的 随机 过 程 的 全 体 记 为 : APRI (O, H)) 。 

自 这 类 函数 定义 以 来 ， 一 些 数 学 工作 者 将 此 应 用 到 一 些 方程 中 ， 讨 论 了 中 
立 型 随机 偏 微分 方程 的 一 些 性 质 B331， 然 而 ， 目 前 还 没有 相关 文献 研究 过 此 随 
机 微分 方程 的 均 方 渐 近 概 周期 解 ， 本 课题 将 对 此 问题 进行 深入 研究 。 

文献 [28] 研 究 了 以 下 随机 微分 方程 的 均 方 概 周 期 解 的 存在 唯一 性 : 

dX (t) = AX (t)dt + F(t, X(t)) + G(t, X(t) dW (t) te[0,7] 
其 中 4:D(4)cZ(Q,H8) 一 L(Q,H) 是 闭 线性 算 子 ， 它 是 一 致 指数 稳定 半 群 
{T(t)},.. BJ S ERI, F:D(0,H) > LV (Q,H),G: P(Q, H) > P (Q, L) ÆW 
足 一 些 附 加 条 件 的 联合 连续 函数 。 作 者 在 文献 [32] 中 证 明了 该 类 随机 微分 方程 
的 均 方 概 周期 解 的 存在 性 和 唯一 性 。 
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2008 年 ， Paul H.Bezandry 与 Toka Diagana 在 文章 [33] 中 研究 了 一 类 半 线 
性 泛 函 随机 积分 微分 方程 的 概 周期 解 的 存在 性 ， 通 过 应 用 不 动 点 原理 对 其 概 周 
期 解 的 存在 性 和 唯一 性 进行 了 探讨 并 给 出 证 明 ， 有 具体 形式 如 下 : 

X (t) = AX (tdt + j: C(t—u)G(t, X(t)dW (u) + f Ba WP (u, X(W))du + F (t,x(u)) 
其 中 4:DC c EPO, H) 2 P (O, HH) EH EE AREF, B.C 分 别 
Æ L (0,99), (0,0) 的 卷 积 , FF: 2 (Q,H)> L (Q, H), G: P(Q, H) > P (Q, L) 
都 为 联合 连续 函数 。Paul H.Bezandry 与 Toka Diagana X F 2009 年 发 表 在 

《Electronic Journal of Differential Equations》 的 论文 ， 研 究 了 双 曲 型 微分 方程 
的 均 方 概 周期 解 64。 

2010 年 ，Paul H.Bezandry 与 Toka Diagana 在 文献 [35] 中 证 明了 一 类 二 阶 随 
机 微分 方程 存在 唯一 的 均 方 概 周期 温和 解 。 

经 过 长 时 间 的 研究 和 探索 ，Paul H.Bezandry 与 Toka Diagana 终于 在 2011 
年 4 月 出 版 《Almost Periodic Stochastic Processes》B9 一 书 ， 该 著作 结合 了 作者 
之 前 发 表 的 文章 和 诸多 文献 ， 详 细 的 给 出 了 随机 过 程 均 方 概 周期 的 定义 以 及 相 
关 定理 ， 性 质 等 等 ， 更 给 出 多 种 类 型 的 随机 微分 方程 、 随 机 泛 函 微分 方程 、 双 
曲 方程 等 一 系列 方程 的 均 方 概 周期 解 的 存在 条 件 并 加 以 详细 证 明 痔 述 。 并 且 也 
提出 均 方 伪 概 周期 ， 均 方 伪 概 自 守 方面 的 定义 及 相关 性 质 。 

2012 Æ, Farouk Chérif 在 文献 [37] 给 出 了 一 类 随机 微分 方程 在 Hilbert. 空间 
上 的 均 方 伪 概 周期 解 ， 并 且 给 出 相关 定义 、 定 理 、 性 质 的 证 明 。 

2011 年 11 H , Paul H.Bezandry 与 Toka Diagana 在 《P-th Mean Pseudo Almost 
Automorphic Mild Solutions to Some Nonautonomous Stochastic Differential 
Equations》DB9 一 文中 ， 利 用 Schauder 不 动 点 给 出 了 一 类 非 自 治 随 机 微分 方程 
的 P-th 伪 概 自 守 解 。 同 时 ，Toka Diagana 在 文献 中 [39] 中 给 出 了 非 自治 微分 方 
程 的 二 次 加 权 伪 概 周 期 解 。 

2011 年 ， 姚 意 丽 教授 给 出 了 一 类 差分 方程 存在 唯一 的 遥远 概 周期 序列 解 的 
PORWR, Hola, Æ 2012 年 中 期 ， 又 分 别 给 出 了 一 类 中 立 性 微分 方程 
和 半 线 性 微分 方程 的 渐 近 概 周 期 和 渐 近 概 自 守 解 岂 人。 

2012 年 ， 曹 俊 飞 在 其 博士 论文 中 详尽 的 给 出 了 一 类 随机 泛 函 微分 方程 的 
P-th 渐 近 概 周期 解 存 在 性 的 证 明史 I， 并 给 出 了 相关 性 质 和 推论 。 这 里 给 出 P-th 
期 望 概 周 期 的 相关 定义 ， 如 下 : 

一 个 随机 连续 的 随机 过 程 半 :R > D'(P, B) 被 称 作 是 p 一 概 周 期 的 ， 如 果 对 
于 任意 的 >0 ,集合 J(X,e)= {r:supE || X (t 2) - X (0) |l « eh EE R PEAR, 
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即 存在 常数 1=1(e)>0， 使 得 对 于 Vre 尺 ， 都 有 .7(Z e\o[tt+l] 49. Baa, 
Z5 tH MAN LILAE X : R > L (P, B) 是 p- 渐 近 概 周期 的 定义 : 

一 个 连续 的 随机 过 程 闻 :R > Z(CP,B) 被 称 作 是 PP- 期 望 渐 近 概 周 期 的 ， 如 
果 存 在 两 个 随机 过 程 Y(1)e AP(R,L’(P,B)),Z(t) eC,(R, D (P,B)), 满足 
X(t) =Y(1)+2Z()。 用 符号 44P(R,L(P,B)) 表 示 所 有 从 R BIL? (P, B) KI p- WE 
渐 近 概 周 期 随机 过 程 构成 的 空间 。 这 里 : 

C, = Ih: R > L’ (Q, H) N hÆ ÆR, H lim E || A) |^ 03. 

2013 Æ, Liu W.G, Luo J.W 对 一 类 半 线 性 随机 微分 方程 的 概 周 期 解 的 存在 
性 进行 了 讨论 的 ， 且 给 出 了 实际 应 用 举例 ， 明 确 了 概 周期 理论 在 随机 微分 方程 
中 的 应 用 方向 。 

2014 年 ， 纪 德 生 研究 了 加 权 Stepanov 伪 概 自 守 函数 的 基本 性 质 ， 应 用 
Banach 压缩 映像 原理 得 到 了 两 类 Volterra 积分 方程 的 加 权 伪 概 自 守 解 的 存在 唯 
一 性 [9。 随 后 ,在 其 博士 论文 中 讨论 了 Stepanov 伪 概 自 守 和 多 元 伪 概 自 守 的 基 
本 性 质 , 给 出 了 一 类 单调 发 展 方程 的 Stepanov 伪 概 自 守 解 和 一 类 半 线 性 椭圆 方 
程 的 伪 概 周期 弱 解 的 存在 唯一 性 的 证 明 [9。 

2015 年 初 , 王 奇 , 陆地 成 在 《Almost Periodic Solutions For Impulsive Neutral 
Functional Differential Systems》B 中 证 明了 一 类 脉冲 中 立 泛 函 微分 方程 存在 唯 
一 的 概 周期 解 ， 使 其 在 方程 的 应 用 方面 有 了 进一步 的 推广 。 


1.2 VERIOR JR 


来 自 于 导师 姚 意 丽 教授 的 黑龙 江 省 教育 厅 科 学 技术 研究 项 目 (12511110)。 


1.3 本 文 的 主要 内 容 


1、 连 续 随机 过 程 的 均 方 渐 近 概 周 期 性 ; 

(1) 学 习 并 研究 均 方 概 周 期 过 程 的 定理 内 容 及 其 相关 性 质 ; 

(2) 研究 均 方 渐 近 概 周期 过 程 的 一 些 基 本 和 定理、 性质 及 推论 。 
2、 讨 论 一 类 半 线 性 随机 微分 方程 的 均 方 渐 近 概 周 期 解 ， 有 具体 方程 如 下 ; 
dx(t) =(Ax(0+a|[' e" Ax(s)ds)dt + f(a,x(0)dt + g(t,x(0)dW(0), teR 


Hha b Jg. ANA:D(ACL(O,H) O2 L(O,H) EREET, fig 是 满足 
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特定 条 件 的 联合 连续 函数 : 
f:RxPP(O,H)—Ə P (OQ,H),g: Rx (O,H)—Ə P (O,D) 
3、 讨 论 一 类 非 自 治 随 机 微分 方程 的 均 方 渐 近 概 周期 解 ， 具 体 方程 如 下 : 
dX (t) = A(t)X (Hdt + F(t, X (t))dt + G(t, X(t))dW (t) 
Hp A(t) Cte Ro 是 满足 “Acquistapace-Terreni” 条 件 的 一 族 稠密 的 闭合 线性 


算 子 ， 存 在 常数 > 0， 0<(5.7), LK20, Q,Be(0,1], Ha+B>l, fi: 


E,U(0) c p(4() - A) RAAD- 
*|4| 
和 
|| (AM - A)RGL AD) — A RAp, A(0)— ROS A(SIIIS L|: —s [| A" 
Ee tseR, AeZE,-(AeC-1(0)jargA|£0) , F:RxL(P,H)>L (P,H) A 
G:RxL(P,H) OL (P, L) ee AERA EE A. OV(t),t e Ry 是 一 
4S FY iil] Q — Wiener 过 程 。 
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第 2 章 一 类 随机 微分 方程 的 均 方 渐 近 概 周期 
解 


2.1 引言 


概 周 期 函数 理论 是 丹麦 数学 家 H.Bohr 在 1925-1926 年 间 提 出 的 , 全 体 概 周 
期 函数 构成 的 空间 是 周期 函数 的 完备 化 空间 。 经 过 S.Bochner. J. Von Neumann, 
V.V.Stepanov 等 人 的 研究 ， 概 周期 函数 理论 发 展 到 了 一 个 全 新 的 高 度 。 近 些 年 
有 很 多 文献 将 概 周期 型 函数 理论 应 用 到 了 某 些 微分 方程 中 ， 讨 论 了 概 周 期 型 解 
的 存在 唯一 性 。 随 机 过 程 的 概 周 期 理论 最 早 是 由 Slutsky 在 文献 [23]33 中 提出 ， 
从 B? (3377 Banach TED 角度 出 发 ， 得 到 了 研究 概 周 期 平稳 过 程 基本 路 径 的 
合理 条 件 ， 此 后 得 到 了 更 多 的 推广 。 近期, 美国 数学 家 Paul H.Bezandry 与 Toka 
Diagana 分 别 对 一 类 半 线 性 随机 泛 函 微分 方程 和 双 曲 型 随机 微分 方程 的 均 方 概 
周期 解 的 存在 性 进行 了 研究 ， 这 些 研究 成 果 在 诸多 方面 被 引用 和 推广 。 

文献 [44]35 中 作者 研究 一 类 随机 积分 -微分 方程 的 均 方 概 周 期 解 ， 方 程 如 
下 : 

dx(t) =(Ax(t)+a | s e "7? Ax(s)ds )dt + f(t,x(t))dt + g(t,x())dW(t) — (2-1) 


本 章 将 讨论 方程 (2-1) 的 均 方 渐 近 概 周 期 解 的 存在 性 和 唯一 性 问题 。 


2.2 预备 知识 


AR (Q,F, 户 表示 完备 的 概率 空间 。 (4. 1), (AI II) S PS BT 2 EJ 
Banach 24/4], L,(J,H) 是 指 所 有 .一刀 上 所 有 线性 算 子 的 全 体 并 赋予 范 数 
ldk » fExE (OV (£t eR} He —" FE (O, F, P) EIS EF — np 3 O-Wiener 过 程 ， 其 中 
F=0W(s),s<t}. P(Q, H) sos —2S 98 n] MU Ty #a Be phi ITI A K. 
AXI D(Q, H) 是 一 个 Banach 空间 , FPR EMA || X || -(E| X |P)? , ix 
8 EQ - [ OOE 


P (Q,H) 
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定义 2.12520 — A x BEY PELE X : R — P (Q, 万 ) 被 称 作 是 均 方 概 周 期 
WJ, 是 指 如 果 对 任意 >0，, 存在 一 个 数 1(e) >0 使 得 任意 长 度 为 1(z) 的 区 间 至 少 
包含 一 个 t+ 使 得 : 


sup E || X(t- 7) - X(t)|[ « € 
teR 


所 有 均 方 概 周 期 随机 过 程 的 全 体 记 为 APQR, E (Q, H)) 。 

定义 2.2 —"MXESEITI BG USER X : R D (Q, H) WAKE AE 33] 7] Wi EJE 
的 ， 是 指 如 果 对 于 能 写成 

X=g+@, geAP(R,DL(Q,H)), oeSMC, 

其 中 SMC, ={h:R> L (Q, H) | h EEN, H.lim E| AO | = 0). 337r OR] 
期 随机 过 程 的 全 体 记 为 AAP(R, E (O, H) 。 

定义 2.346 一 个 联合 连续 函数 f : RX P (O,H)— P (Q,H,),(t,y) 9 Sty) 
KF te RIEKE EIST BUS BIB H XPT y e^ —Suk or. CE AC P(O, H) 2: 
紧 的 )， 是 指 如 果 对 于 任意 ae 存在 一 个 1(s,A) >0 ， 使 得 任意 长 度 为 
l(g, N) » 0 的 区 间 至 少 包含 一 个 rz A: 

M 


定义 2.4 一 个 联合 连续 函数 f: RxL O, H) > LO, H) Ey > fy) X 
于 teR 被 称 作 是 均 方 浙 近 概 周期 的 且 对 于 ye 人 A 一 致 成 立 CHP AC P(O, H ) 

是 紧 的 )， 是 指 如 果 有 : 
f=g+9, ge AP(RxL (QO,H),L (OQ,H,), oe SMC, (Rx P(O, H), P (Q, H,)) o 

定理 2.146 若 联 合 连续 函数 FL Rx P (QO,H)—- P (O,H,),(t, y) > f(t, y) 
关于 te R 是 均 方 概 周 期 的 且 对 于 ye 人 A 一 致 成 立 F AcOH) ERR, 
H. f WA. Lipschitz 条 件 : 

E\lf@y)-f@DIbS K Ely-zli» y,ze P'(Q,H)),t 8 R 

WW M K 20. WT E397; RABEL RE O:RO D(O,H) ,. WA 
t — f (t,0(0) 28357] REIS] BHBS D USERE 

定理 2.2 若 联 合 连续 函数 f : RxD (O,H,) 9 LOH) (ty) 9 f(y) KF 
te R MJ WDR AHX F y eA —SUX CEH Ac EO, HQ) BAM), 
H f WAL Lipschitz RF: E| f(65y)- f(,2]5S K;Elly-zl» zeL (0, Hy). 
te R, WAK > 0. WDSET FESOSZT Wr US ABEL Q: R > P O.H), #8 
At f(t,0(?)) 是 均 方 渐 近 概 周 期 随机 过 程 。 


证 Hf eA44P(RxL(QO,H),L(Q,H,))， 有 f=g+h， 其 中 
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g e AP(Rx P (Q,H,), P (Q,H,)), he SMC (Rx P (Q, H), (Q, H,)) 
同 理由 O e 44P(R,L(Q,H)) 有 0=0+0,， 其 中 
0 € AP(R,L (QO,H')), 0, e SMC,(R, E (Q, H.) 
Mint f(t,A(0) 可 写成 
f (1,0(1))= g(t, AO) f ,0(0)) —g(,@ (t) 
=g(t,0(0))+ f (t, 6(t)) — fü,0 (0) + h(z, 0 (t)) 
由 定理 2.1 可 知 : — g(6G(0)e AP(RXD(O,H),U(O,H,)). Bl g(t0 (00) 是 均 方 
概 周 期 随机 过 程 。 
以 下 考虑 SEA- ， 由 已 知 条 件 得 : 
lim E || f (t,0(t)) — f (,0 (0)) I's lim K,E || 0—6, IP 
= K, lim E || 6,(¢) =0 
则 由 上 述 可 知 f(z,6(0))- fG@,0 (2) e SMC, (Rx P(Q, H), P (Q, H,) IRA. 
最 后 考虑 h(t1,0.(1)) 。 令 4=0(R)， 则 4 是 紧 的 ， 因 此 对 任意 a >0， 存 在 


XX, X, € A IEIZ OCR) cl jx,e/2K)。 
i=1 


考虑 开 集 : 
B,-ite R:G(t)e B(x,e/2K)j),1lsixm 
HH ANE ZR (a+b) x 2a? «20? . SEE 2.1 及 上 述 紧 集 性 质 得 到 : 


E || ht, OA | = E || h, 0 (0)) —h(z,x,) + h(z,x,) | 
«2E || A, 0 (t)) - h(t, x,) |È 2E || Alt, x,) |° 
«2K,E|[8(0—»x | +2E || h(t, x) |° 
由 此 得 : took, EAEOI, AWET h(1,0 O) e€SMC,. £& 
上 所 述 ，f(1,0(1))e AAP(RXP(O,H,),U(Q,H,)), Bl fOO 26397; WO RES] 
期 随机 过 程 。 


口 


2.3 主要 结论 


这 一 部 分 将 研究 方程 (2-1) 
dx(t) =(Ax(t)+a | : e"? Ax(s)ds )dt + f(t,x(t))dt + g(t,x())dW(t). teR 


的 均 方 渐 近 概 周期 解 的 存在 唯一 性 ， 其 中 aub 为 常数 。 
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根据 文献 [44]38-39 可 知 ， 方 程 解 的 形式 为 : 
x(t)= [| TE-s)f(s,x(sNas+| T( —5)gGs x()dW(s).t e R (2-2) 
由 于 4 是 一 个 具有 指数 稳定 增长 的 c 半 群 {7(7)},,, 的 无 穷 小 生成 元 ， 因 此 存在 
常数 M>1，5 >0 满 足 : |T(O|£ Me? (t>0). 
定理 2.3 若 方程 (2-1) 满足 以 下 的 假设 : 
(H1) 联 合 连续 函数 fe AAP(Rx P (Q, H), P (Q, H,)) 且 满 足 Lipchitz 条 件 : 
E| fG,y)- fG@,z2)|Ë< K,Elly-zl 
WH y,zeAAcl(O,A) BOL, KK, 为 常数 ; 
(CH2 ) 联 合 连续 函数 gs AAP(Rx P (Q, H), P (Q, H,)) HWE Lipchitz 条 件 : 
E|g(t.»)- fG,z2)|F< K,E|| y— zl! 
WT y,zeAAcL(Q,H) mar, HK, AB: 


M° (K +K 
(H3) _ _ a, 


则 方程 (2-1) 存在 唯一 的 均 方 渐 近 概 周 期 解 。 
证 因为 方程 (2-1) E 《2-2)， 所 以 只 需 研究 式 〈2-2) 定义 的 
函数 x(G 的 均 方 渐 近 概 周 期 性 。 
x(t)= [TG — 3) GxGyds - [` T( s)g(s,x(s))4W(s) 
- (S AA - (S,x)(t) (2-3) 
先 证 明 (Sjx)(?) 是 均 方 渐 近 概 周期 的 ， 根 据 定理 2.2 可 知 ， 只 需 证 明 
FO=| T(t—s)f(s)ds 
是 均 方 渐 近 概 周 期 的 ， 其 中 了 是 均 方 渐 近 概 周 期 过 程 。 令 : f-heo. ho^) 
别 是 了 的 概 周 期 分 量 和 SMOC, 分 量 ， 则 有 : 
F(t)=[_ TE-s)h)ds+| T(t-s)g(s)ds = F(t) + F,(0) 
由 文献 [44]37 AU F (0) 28357; REUS] IBS LAE. LA FUE F, (t) e SMC, 。 
应 用 Holder 不 等 式 、Fubini 定理 ， 得 到 : 
ENROP=EN| Te-s)e(s)as | 


< Et, Te- as | g(s)|P as 
<f Ta- atf Elec as} 2 
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因为 psSMC， 所 以 对 任意 =>0，, 存在 M >0, 4teR\[-M,M], Bt M 时 
^i Ele(Dl«e m or. HOA ITOl<k<Me* f 8]. 4tookh, A 
ITOK Me“ 一 0， 因此 对 于 上 述 的 a， 存在 M >0, 05:92 M 时 有 || TCD)I<e。 
&N=M+M 
da) Zire-N S, X (2-4) 可 化 为 : 
f_li7@-s) IP as{f El] eG) as} 


«oL | Ello) ta 
EXER 43 EXC T8] A [z, —o] , fk Bi Sk £ — -oo 时 ,对 于 任意 的 上 > 0 # t — (799) < e, EX. 
立 ， 则 式 (2-4) 可 化 为 ; 
j " j M? 2 I 
| 1re-əl as{f ,Blo ds} 
He Fle, 的 任意 性 可 知 : lim E || POP=0. 
(2) M4t>NIN, (2-4) 式 可 化 为 : 
[_li7@-s)[P as{f El es) |? as} 
< [prop ast[ 7 El] os) IP ds) 
«Fre 9f dstf ^ Ell Cs) P ds} 
+f ,TGs as{f Ell os) f as} 
=[,+1,+1, 
HI, < e ROL, 事实 上 的 积分 区 间 与 (1) 中 的 积分 区 间 类 似 ， 两 者 均 可 保 


uE Elo) «e TERRE. MUAA «6. 

对 于 了 ， 由 于 t>N=M+M,-M<s<M， 则 由 此 可 知 t-s>M RL, f 
到 T(t 一 s) 上 2 成 立 ， 由 此 可 知 : 

L - [TG - IP ds{[" Elgo ds) «e f” Ell ols) IP ds 

因为 | p(s) | 是 有 界 的 ， 故 而 | Ell p(s) |? ds iJ. HEEE, < e rior. 

T, 的 积分 区 间 完 全 在 R\[-M,M] 上 ， 显 然 Elop(0) |< ch, WA: IL<e. 
综合 I, 了 ,7 ， 根 据 & 的 任意 性 可 知 : lim E || F, (0) |f - 0. 由 以 上 (1)、(2) 可 
知已 e SMC,(R,L (Q, H)) 。 


Lu 


— 


哈尔滨 理工 大 学 理学 硕士 学 位 论文 


FH EAS SI) F(t) e AAP(R, P (Q. H)) ， 根 据 定理 2.2 知 ，(2-3) RE (S0) 43 
量 是 均 方 渐 近 概 周 期 的 ， 即 (Sx)(t) e AAP(Rx P (Q, H), P (0, H)) ° 
其 次 ， 给 出 (5,x)(?) 是 均 方 渐 近 概 周 期 过 程 的 证 明 ， 只 需 证 : 
GW=| TG sg) 
是 均 方 渐 近 概 周期 的 。 由 8g 是 均 方 渐 近 概 周期 过 程 ， 可 令 g=g +p，g1,9 分 
别 是 g 的 概 周 期 分 量 和 SMC, 分 量 。 从 而 可 得 到 : 


GO=| TG@-s)g(s)aW(o9+[| Ts)p GYdW(s) 7 G6) +G6,(0) 
文献 [44]37 中 已 证 明 G (t) 是 概 周 期 随机 过 程 ， 仪 需 证 明 G, (t) e SMC, BUA. 
ENGOP=EN| TG — o G)dWG) lf 


<E{{' TG IP asf" Lo IP as} 


<J ITE-9IP astf Blo ds} 
CA o, esSMC, > INWE F (A Æ SMC 分 量 的 过 程 ， 易 知 lim E || G,(r) 上 =0 ， 
因此 有 CC) e AAP(R,L (O, H)) 。 根 据 定理 2.2 知 (S,x)(?) 是 均 方 渐 近 概 周 期 随 
机 过 程 。 
ERA EIR (S,x)(1),(S,x)(0) 的 证 明 ， 得 到 方程 2-2) WELK x(t) 是 均 方 渐 
近 概 周期 的 ， 即 方程 (2-1) 存在 均 方 渐 近 概 周 期 解 。 
最 后 证 明 方程 《2-1) 具有 唯一 的 均 方 渐 近 概 周期 解 。 
4 y,z e AAP(R, LP (Q,H)), ， 定 义 两 个 映射 : 
ITY() » f TG —5)fG.»Gyds * [` TG — 5). »GY)dW) 


- (S yO + (S, VO (2-5) 
IIz(n- j: T(t —s) f (s,z(s))ds + L T(t—s)g(s,z(s))dW (s) 
- (S,zYt) + (S,z)(t) (2-6) 


通过 Holder 不 等 式 ，Fubini 定理 和 假设 (H1), 43): 
E\\(S,y)-(S,2O|P= E | | u T(t—s)L/(s,y(s)) — f(s,z(s))]ds | 


<E{ TG IP ds [ || f(s, 9(9))- f(s,2(8)) |? ds} 
< (f [Me P)ds)[ Elf GG) fG.zG) ds 
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<" ArsapEly-z (2-7) 
根据 上 述 证 明 过 程 和 假设 CH2) A: 
E || (S,y)(0) —(S,2)(t) || E g(t—s)[ f(s, »G)) — g(s,z(s))]dW (s) | 


« Elf. TG). dsf gs,y(s) - eG.zG)IP ds} 


< (f [Me ds) EllgG.»G) — g(s,z(s)) ds 


M? š 
<—. K, 2 Elv-z (2-8) 
23 up l| y — z || 


利用 式 (2-7). (2-8) 和 不 等 (a+b) <a? +b?) f]: 
E\NYO-MZO|P= E ||(S,y)@0)+(S.y)(0)-(S,z2)(0) - (S,z)(D) | 
<2E||(S,y)() - (S,2)(0) | +2E || (S.y)() — (S. z)(n) |° 


M M? 
€ — K,sup£ || y- zl +—.-K, supE || y —z | 
Ó teR Ó teR 


M° 
=——(K,+K,)sup£ || y—z | 
Ó teR 


由 CHB) 可 知 ; TP a, 结合 式 (2-2) 的 均 方 渐 近 概 周期 性 知 ，I[ 是 
从 AAP(R, L (Q, H,)) 到 本 身 的 一 个 压缩 映射 , 根据 Banach 不 动 点 原理 可 知 : TI 
有 唯一 的 不 动 点 x(1)e AAP(R (Q. H), Hif (2-1)。 

综 上 所 述 ， 方程 (2-1) 存在 唯一 的 均 方 渐 近 概 周 期 解 。 


2.4 本 章 小 结 


本 章 先 介绍 了 概 周 期 随机 过 程 和 均 方 渐 近 概 周 期 随机 过 程 的 定义 以 及 概 周 
期 随机 过 程 的 一 个 结果 。 其 次 ， 给 出 了 关于 渐 近 随机 过 程 的 复合 问题 。 随 后 研 
究 了 均 方 渐 近 概 周期 随机 过 程 在 随机 微分 方程 中 的 应 用 ， 利用 均 方 渐 近 概 周期 
函数 的 相关 性 质 以 及 Banach 不 动 点 原理 证 明了 一 类 随机 微分 方程 在 一 定 的 条 
件 下 存在 唯一 的 均 方 渐 近 概 周 期 解 。 
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第 3 章 一 类 非 自 治 随机 微分 方程 的 均 方 渐 近 


概 周期 解 


3.1 引言 


本 章 中 CH || - |) Z&— A Sk HI 23 853 Hilbert 空间 , 文献 [32]1 对 一 类 非 自治 的 随 
机 微分 方程 
dX (t) = A(t) X (t)dt + F(t, X(t))dt + G(t, X(t))dW (t) (3-1) 
均 方 概 周 期 解 的 存在 性 和 唯一 性 进行 了 讨论 ，A(1) Cte RO 是 满足 
“Acquistapace-Terreni” 条 件 的 一 族 稠密 的 闭合 线性 算 子 ， 存 在 常数 如 >0， 


Gel i): LK20, em,Be(0l]Ha-f»l. ff: 


X,U40 c p(A(t) - A)» l| RU, AO - A) lE —— (3-2) 
1+] A 


和 

|| CAQ) — A)RGL AOD- Ay )[R(A,, A) - ROS AGS IIIS L|: s || A 
K'BüseR, AeX,-(AeC-1i0)jargA|-0) , F:RxD(P,H) D(P,H) 4H 
G:RxL(P,H) 2 DP (P, D) SE ETE XE. OV(t),t e Ry 是 一 
4S FY iil] Q — Wiener 过 程 。 

本 节 的 第 二 部 分 ， 将 给 出 均 方 概 周期 随机 过 程 和 均 方 渐 近 概 周 期 随机 过 程 
的 一 些 基本 性 质 和 定理 以 及 算 子 开 方 族 的 定义 。 对 于 方程 (3-1) 的 均 方 概 周期 
解 的 存在 唯一 性 已 有 文献 进行 了 讨论 ， 但 目前 还 没有 文献 对 其 均 方 浙 近 概 周期 
解 给 予 讨 论 。 本 文 的 第 三 部 分 ， 将 对 这 类 非 自 治 随 机 微分 方程 的 均 方 渐 近 概 周 
期 解 的 存在 性 和 唯一 性 进行 讨论 。 


3.2 预备 知识 


ANETTA (QO, F, P) 表示 完备 的 概率 空间 。(K,||||),( 恕 ,川中 分 别 表示 两 个 可 
分 的 Hilbert ZJ, L,(K,H) 423 K >H LE FMEA SUL. HH 
文献 [32]2 PJAN L (P, H) 表示 一 类 强 可 测 的 ， 均 方 可 积 的 随机 过 程 的 全 体 ， 则 
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L (P, H) SIRE—^* Banach 空间 ， 其 中 赋予 的 范 数 为 | 并。 = (E| X|) ， 


D (Q,H) 


ZE EQD = | Ko) dP(o) 。 
假定 系统 : 


u (t)= Ault) t>s 
u(s)=xeĽ(P,H) (3-3) 

ERARE — BOS fia E WE FIP WK (U (65) :t,s e RRt2> s}. 

定义 3.125 PP, H) E -J&4 AIRE T {U(t,8s):t,s e RH s) 被 称 
作 是 (3.1) 的 算 子 开 方 族 ， 是 指 以 下 条 件 成 立 : 

a) U(t,s)U(s,r)=U(t,r), r<s<to 

b) XT xe X KAM (s) > U(t,5)x EAN, HA U(t, s)e LIL (P,H),D), 
t>So 


cO RBM (s,t1] 5 LUZ (P;H)), t — U (t, s) EA A AA “ut, s) 2 A(DU (t, s). 


AS SCA SBC(R,L (P, H)) 表示 全 体 有 界 连续 的 随机 过 程 。 赋 予 范 数 : 
|| X ||, — sup(E || (2) |) 


TZA SBC(R,D (P, H)) 是 一 个 Banach 空间 。 
用 AP(R,Ü(P,H)) , APP(R, P (P, H)) HRA R BI (P, H) EI] 0853377 
概 周 期 随机 过 程 和 全 体 均 方 渐 近 概 周期 随机 过 程 。 
引 理 3.20719 x FAMENNE X : RO D(P,H), A: 
(1) BR: t> E| X(O |? 2& PEE, 
(2) AP(R,D(P,H) c SBC(R,L (P, H)) 是 一 个 闭 子 空间 ; 
(3) (AP(R,P(P,H)).||: |.) #— ^ Banach 空间 。 
WAR. SMC,(R,L (P, H)) A: SBC(R, L (P, H) 的 一 个 闭 线性 子 空间 ， 定 义 
无 穷 范 数 : || xL sup. (E| xO) P) ^ » SMCR E (P, H)) 在 无 穷 范 数 下 是 一 个 
Banach 空间 。 


3.3 主要 结论 


在 这 一 部 分 ， 首 先 给 出 几 个 假设 : 
CHO) ET A(D,U(r,s) 是 可 交换 的 ， 开 方 族 U(t,s) 是 渐 近 稳定 的 ， 即 存在 常数 
M,ó > 0f813|[U(t, s) |< Me" ts o 
此 外 : R(A,, AC) € AP(R;L(D(P,H)), 3x RBS AIR] (3-2) 中 的 4 。 
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(HD AER RAF: Rx P(P,H)— P (P,H,),(t,y) > F(t,y) KF t e REY 
方 渐 近 概 周期 的 且 对 于 yeA (ACL (P,H) AE AB) 是 一 致 的 ， 并 且 有 
F=g+h RSL, 其 中 ge AP(RXD(P,H),U(P,H,); he SMC,» 并 假设 FF 
和 gg 满足 Lipschitz 条 件 : 

E||FG(,y)-F(#,z)|F< K Ell y-zlf 
E|g(t.»)-g(.2)I s K,E || y — z |P 
这 里 K.K,>0 33, y,zeD(P,H) HteR. 

(H2) ERGESHRELG:RxD(P,H) 9 P (P,D),(t,y) 9 F(,y) KF te REY 
方 渐 近 概 周 期 的 且 对 于 yeA (Ac (P,A) EAM) 是 一 致 的 ， 并 且 有 
G=g +h L, 其 中 g e AP(Rx P (P, H), D (P,H,), h e SMC,» 假设 
G 和 g 满足 Lipschitz 条 件 : 

E |GE, y)- G62) lp K,E || y— z If 
Ellg@y)-s (62) ps KE || y—z|É 


HK,,.K,>ONRM, yzeL(P,H)HteR. 
2 QE moy. i 


引 理 3.3078 m A(t) Wi xe" Acquistapace-Terreni" KF, U(t,s) 是 渐 近 稳定 
HJ E RA, A) e AP(R:L(L(P,H)) .  h»0, WDXExBe»0, ETE 
l(e) » 0 f& f (F X — ^ K R 2g LBS KE E 4B S 7b Bm — 4 rH: 


|| U(t - 7,5 - 7) CU (ts) ||S ce?” 成立， 这 里 1-s>h。 
通过 文献 [32]5， 可 知 方程 (3-1) 解 的 形式 为 : 
X(t) =U(t,s)X(s)+ | ‘Ut o)F(o,X(o))do 


(H3) @= M*(- 


* | U (t,0)G(o, X(o))dW (o) (3-4) 


这 里 1>s,seR。 
下 面 ， 给 出 本 文 的 主要 结果 。 
定理 3.4 dE. CHO). — (H3) 的 假设 条 件 下 , 方程 (3-1) 有 唯一 的 均 方 渐 近 
概 周 期 解 且 满足 如 下 方程 : 
X()» [..Utto)F(o. X(o)do * [/ Ul,o)G(o,X(o)aW(o) — (3-5) 


证 首先 ， 根 据 文献 [32]5 中 的 定理 3.3， 我 们 已 经 了 知道 解 (3-50 式 是 满 
足 式 (3-4) 的 。 
定义 : 
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(X) = | ` UG(,s)F(s, X (s))ds , X e AAP(R,L (P, H,)) (3-6) 
(PX)(t) = | ^ U(ts)GG, X(s))dW(s) , X e AAP(R, (P, H,)) (3-7) 
先 证 明 (BX)() 部 分 是 均 方 渐 近 概 周 期 的 , 因为 F, X e AAP(R, P (P, H), 所 以 
令 : 
F=g+h, geAP(R,E(P,H)), heSMC, 
X=x,+x,, xeAP(R,D(P,H)), x, eSMC, 
通过 变换 得 到 : 


F(s,X(s)) = g(s,x,(s))+ F(s, X(s)) —g(s,x,(s)) 
= g(s,x,(s)) + F(s,X(s)) - F(s,x,(s)) + h(s,x,(s)) 
考虑 h(s,x (s), &A=x(R), U A EXC, ALTE 0.0... 0 € 4 使 得 : 


x(R)CUG,2), HEHE: 


B, =(teR,x (t)e B(QG,e)).l i m. 


于 是 可 得 到 : 
F(s, X(s)) = g(s,x,(s)) + F(s,X(s)) -F(s,x,(s)) + h(s,x,(s)) —h(s,@)+h(s,6.) 


GR, g(s,x,(s) 是 均 方 概 周 期 的 ， 再 由 文献 [32]5 可 知 : | ` UG s)g(s,x (s))ds 
是 均 方 概 周 期 的 。 故 只 须 证 明 : 
j: U(t,s)|F(s, X(s)) — F(s, x,(s)) + h(s,x,(s)) —h(s, 8) + h(s,0.)]ds 
是 SMC, 分 量 即 可 。 
由 不 等 式 (a+b+c) <3a +3b2 +3c2 得到: 


E| Í UG FG XG) — F Gi, G)) + h(s,x,(s)) —h(s,0) +h(s, 0)ds | 


<3E| | UG, sF(s,X(s)) - F(s,x,(s))]ds | 
Y| f Uh) -hs, ds If 


33 E| | UG,sh(s,0)ds |? 
i-l 


=[,+1,+1, (3-8) 
Hi BEA J, 1, I, e SMC, 
通过 CHO). (CH1), Holder 不 等 式 、Fubini 定理 有 : 
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1, =3E|| | UGAFG, X G)) -FG GIIP 


=3E|| U(.t-sXF( s, X (t—s)) - F(t —s,x,(t — s))] || 
< 3M*(^ e "ds)x([ e KE |x, (t — s) |? ds) 


(| €^ Ex t-s)? ds) 

又 因为 如 (JsSMC,， 所 以 对 于 任意 的 es>0 存 在 NM 20, Pte RN[-N,LN,]BET, 

ElL Ol P ers Ab, AW||UC,s) |< Me 2， 所 以 对 于 上 述 的 e>0 存 在 

N >0， 当 !-s>N 时 Me <e 成 立 。 从 而 ， 当 |t> N+N, 时 ， 必 有 : 

3K M° 
ó 


P 3K M? 
ó 


I < 


1 


(f, e El x,G Ss ds) 


3K M? po y ° y 
«———(, e^ Elx anf ds, e El G7 ds) 


T 3K M° e= 
ó ó 
由 的 任意 性 ， 得 到 lim7 =0 R, ET, e SMC, o 
HX, WEH I, eSMC,. E (HD 易 知 
E | A(t, y) - h(,2) S AK, + K,)E | y z |Ë 


* esup E || x, (t5) |l) 
teR 


由 此 得 到 : 


1, 23) El | VAs, x G) AG, 9d f 


-3Y' E|| f utt [Alt — s, x, (t — s) —A(t—s,6,)]ds |Ë 
i-l 
< 3M*([ e*ds)x Y (| e KE || x,(t-—s)-@, |? ds) 
i=] 


6(K, + K,)M?* 2h p> ss 
— Yd. e^ E ||x,G—s)— 0 |P ds) 


< SK, +K,)M°’m 
ó? 
由 的 任意 性 ， 得 到 lim7, =0, HUI, € SMC. 
Boa UE AW I, te SMC, 分量 ， 由 式 (3-8) A: 
1, 23Y E| | UG, )hG.0)ds |P 


i=1 


Lu 
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ú m oo ú i 5 
= El [, UGt-s\ne-s,0,)ds | 
<3M*(| i e "ds)x V 7 e E ||h(t—s,0,) |P ds) 
i=l 


3M? V P sto 2 
S2 e ^E |h(t—5,8)|f ds) 
« 3M^m 
é 
此 得 到 lim7 =O Kar, BN, e SMC, « 

EFTE T. L.I, € SMC, 由 此 得 到 (@BX)(?) 是 均 方 渐 近 概 周 期 的 。 类 似 的 ， 
我 们 将 给 出 PXA 部 分 的 证 明 。 显 然 ， 这 一 部 分 比 (DPX)(?) 部 分 复杂 ， 因 为 这 
其 中 包括 Wiener WHEW . 。 根 据 文献 [32]7， 概 周期 方面 的 证 明 利 用 

W(s):=W(s+t)—-W(t) 
性 质 来 解决 。 丈 同样 也 是 一 个 Jriener SER FLEW NIT” CER. 
XO =| UGs)G(s,X(s)4W(s) 


E 


Lu 


其 中 Ge AAP(RX D(P,H,D(P,H,)). 
令 : 
G=g +h, geAP(RxL(P,H),U(P,H,). h eSMC, 
X=x +x,, xeAP(R,D(P,H)). x, eSMC, 
类 似 的 ， 可 以 得 到 : 

G(s, X(s)) = g,(s,x,(s)) + G(s,X(s)) —G(s,x,(s)) +h (s,x,(s)) 7 h(5, 0.) + h,(s,8,) 
GLY g (s,x,(s)) 是 均 方 概 周期 的 ， 通 过 文献 B2]7 知 : (^ Us) Gio (8) 
是 均 方 概 周 期 的 。 以 下 证 明 函 数 

[ue s)[G(s, X(s)) — G(s,x,(s)) +h (s,x (s)) —h(s,0)+h(s,0)]dW(s) (3-9) 
JEF SMC, 。 

类 似 之 前 的 证 明 ， 有 : 
E| | e U(t, s)[G(s, X ()) - GG, x (5) +A (s,x,(s)) 7 65,0.) + h,(s, 6) HW (s) |° 


<3B1| UG [GG X G)) - GG. x G))WW G) lf 


833 E| [UG (s,m (9) h (s,0)12W(s) | 
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BY E| | UEA am) 
i=] 
=J +J,+J, 
通过 (HO). (H2), Holder 不 等 式 、Fubini 定理 有 : 
J, =3E || | UG,s[G(s,X(s)) - G(s,x,(s)|dW(s) P 


=3E|[| UG: s)G(t —s, X(t —s)) - G(t —s,x (t — s))]dW (s) | 


< 3TrOM" (| e ^ds)x (| e ^ K,E || x (t-s) ls ds) 


3TrQK, M? p s ; 
«EQ, e Elo) ls ds) 


类 似 石 的 讨论 过 程 ， 对 于 任意 的 e>0 ， 存 在 N >0， 在 R\[-Ni, NN] 范围 内 ， 
ELOISE RL. Ab, AlllU(t,s)||<$ Me 2 ， 所 以 上 述 的 se>0 dH 
t-s>N,M, Me“ gr. HA, Chr» NU +N, i, DA: 
3TrQK,M2 e-e’ 
DO E ( 
HUERTA AH J, e SMC, o 

FiliüE J;,J; , 根据 CH2) FFE || (6, y) - (5,2) I, S 2(K, + KE | y -z If 
因此 


J,< 


espa] x (t-s) I 
te 


Lu 


J, 23 E || [Ut Gia G) -A 4) GO 


< 6TrO(K, +K,)M*([ e "ds)x Y (f, e E| xG —s)— 0 lf, ds) 
i=l 


6TrO(K, + K,)M? 4S r> ss 
< 6TrQ( z a) > e ElxG-s)-80 lh ds) 
i-l 


< STrQ(K, M K,)M°m , 


J, 23 E |f UGG am) f 


SITOM? (| easy (| e EA Gs 81b, ds) 
i=l š 


3TrQ 


< M S (esplnC-se) ds) 
~ 8 4^ 
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TOM m x 
由 此 ， 得 到 了 ,J,J;eSMC,， 从 而 由 式 (3-9) 定义 的 函数 属于 SMC, 。 绽 上 所 
述 ， 我 们 得 到 : (3-4) 式 是 方程 的 均 方 渐 近 概 周期 解 。 
最 后 通过 Banach 不 动 点 原理 证 明 方 程 均 方 渐 近 概 周 期 解 的 唯一 性 。 
定义 映射 : 
CDO= 人 CCDFG:7G)ds+ 人 CDGCT7CGJ)dC) (3-10) 


TZ) = [^ Uts)\F(s,Z(s))ds + | Ut s) GG. ZG)dW (s) (3-1) 
H EI WERK, AUD Æ AAP(R, P (P, Hy) EN BBR. TJ Y ERER, FRUET x 
一 个 压缩 映射 。 


E ||TY() -VZ)|f 
= 有 | Us) FG.YGYds +] U(t.s)GG.YG))dW (s) 
-| U(t.s)F(s,Z(s))ds-+ [^ Ul, s)GG.ZG)dW (8) | 


利用 不 等 式 : (a-byx2a «2b, RIIE: 
E||FY(0)-TZ()|f 
<2M°E(| re e 9*9 | F(s,Y(s)) — F(s,Z(s)) || ds)’ 


+2E(| | UG, s)[G(s,Y(s)) - G(s,Z(s))|4W(s) I)? 
通过 文献 [32]5-7、(H1)、(H2) 我 们 得 到 : 
E(| e? FG,YG) - FG, ZG) | ds)° 
< K(f e? dsy sup E| Y (0) - Z(0 | 


K 
< l|Y -Z lle- 


同样 ， 利 用 Tto 积分 ， 我 们 可 以 得 到 : 
E(f UG.s[G(s,Y(s)) - GG. ZAW s) l* 


s TiQ-M'K,( e?" )sup E |Y() -ZOF 
° teR 


M?K 
x :| 了 -| . (3-12) 


<TIO. 
TO 


综 上 ， 我 们 得 到 : 
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2K m z 


E||TY(0)— TZO s Me — disse 


2K Ke ast 


由 (H3) 得 知 MM (3 ` pp n n H Banach 不 动 


ae ar nen 的 不 动 点 。 此 不 动 点 即 为 式 (3-5) 
5E LA X(t) 。 
综 上 所 述 : R (3-50 是 方程 (3-1) 的 唯一 的 均 方 渐 近 概 周 期 温和 解 。 


3.4 本 章 小 结 


本 章节 对 可 分 Hilbert 空间 中 的 一 类 非 自 治 随机 微分 方程 的 均 方 渐 近 概 周 
期 解 进行 了 研究 ， 主 要 是 利用 “Acquistapace-Terreni” 条 件 、 开 方 族 和 Banach 不 
动 点 原理 给 出 了 该 类 非 自治 随机 微分 方程 均 方 渐 近 概 周 期 解 的 存在 性 和 唯一 性 
的 证 明 。 
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结论 


本 文 对 两 类 随机 微分 方程 的 均 方 渐 近 概 周 期 解 的 存在 唯一 性 进行 了 研究 ， 


有 具体 结论 如 下 : 


1. 证 明了 一 类 非 线性 随机 微分 方程 在 一 定 的 充分 条 件 下 存在 唯一 的 均 方 渐 
近 该 周期 解 。 主 要 结合 均 方 渐 近 概 周 期 随机 过 程 的 有 关 性 质 ，Fubini 定理 以 及 
Holder 不 等 式 证 明了 该 类 解 在 一 类 渐 近 稳定 的 算 子 羊 群 下 的 均 方 渐 近 概 周 期 解 
的 存在 性 , 以 及 利用 Banach 不 动 点 原理 证 明了 该 类 方程 在 所 给 条 件 下 存在 唯一 


的 均 方 渐 近 概 周 期 解 。 


2. 给 出 了 一 类 非 自 治 随机 微分 方程 有 唯一 均 方 渐 近 概 周期 的 条 件 。 证 明 过 
程 中 主要 结合 了 均 方 渐 近 概 周 期 随机 过 程 、 算 子 开 方 族 等 有 关 理 论 ， 并 结合 


Banach 不 动 点 原理 。 


3. 综 合 两 类 随机 方程 分 别 基 于 算 子 半 群 和 开 方 族 下 的 解 的 性 质 ， 得 到 了 算 
子 半 群 和 算 子 开 方 族 的 一 些 近 似 性 质 ， 此 外 根据 其 性 质 得 到 了 两 类 随机 微分 方 


程 存在 均 方 渐 近 概 周期 解 的 条 件 。 对 比 这 两 类 方程 的 求解 说 


机 方程 存在 概 周期 类 型 解 的 基本 必要 条 件 。 
展望 : 


FE 明 过 程 ， 得 到 了 随 


本 文 主要 是 在 已 有 文献 对 相应 方程 均 方 概 周期 解 i 


FE 明 的 理 


论 基础 上 ， 对 其 


均 方 渐 近 概 周 期 解 的 存在 唯一 性 进行 了 研究 ， 这 两 类 方程 是 否 在 同样 条 件 下 存 


在 唯一 的 均 方 伪 概 周期 解 的 问题 将 有 待 研 究 。 另 外 , 本文 应 用 Banach 不 动 点 原 
理 时 均 假 设 其 映像 系数 小 于 1， 但 是 在 实际 应 用 过 程 中 却 未 必 满 足 这 一 条 件 ， 


所 以 在 其 不 满足 系数 小 于 1 时， 利用 非 扩张 映射 去 研究 渐 近 不 动 点 序列 可 以 作 


为 另 一 个 研究 课题 。 
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